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Численное решение смешанных задач теории 





1МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия 
 
 
В работе рассматривается алгоритм построения численного решения смешанной задачи теории 
упругости применительно к телу, которое имеет выраженное одностороннее контактное 
взаимодействие с абсолютно упругим полупространством. Особенностью рассматриваемого 
алгоритма является итерационная процедура формирования и решения седловой задачи, в 
процессе реализации которой выполняется коррекции компонент контактных напряжений, 
позволяющая добиться достаточно точного выполнения принятого закона трения. 
Выполненные численные исследования одностороннего контактного взаимодействия упругой 
пластинки и абсолютно жесткого полупространства показали достаточно высокую 
эффективность разработанного алгоритма и, реализующего его, программного кода. 




Одним из альтернативных вариантов классическому построению решения при чис-
ленном анализе контактных задач теории упругости является применение смешанных ва-
риационных формулировок метода конечных элементов, в которых напряжения и/или де-
формации входят в разрешающие уравнения наряду с перемещениями как равноправные 
неизвестные. Основным положительным обстоятельством при использовании смешанных 
формулировок метода конечных элементов является уменьшение погрешности аппрокси-
мации напряжений и деформации, что и приводит к более точной оценке напряженно-
деформированного состояния по сравнению с классическим подходом метода конечных 
элементов в форме метода перемещений. Кроме того, смешанные схемы метода конечных 
элементов позволяют обеспечить непрерывность аппроксимации не только перемещений, 
но и напряжений и деформации [1].  
В данной работе рассматривается один из вариантов метода конечных элементов в 
рамках смешанной схемы, основанной на применении функционала Рейсснера, для чис-
ленного   решения задачи теории упругости с односторонними связями. Численные реше-
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ния таких задач с помощью конечно-элементной технологии обычно реализуются в рам-
ках метода перемещений [2 – 6]. При этом из-за низкого уровня аппроксимации напряже-
ний и деформации по сравнению с перемещениями возникают сложности при вычислении 
реакций связей в зонах контакта. В то же время контактные напряжения являются основ-
ными искомыми функциями в задачах теории упругости с односторонними связями, сле-
довательно, должны быть определены с достаточно высокой степенью точности. Кроме 
того, при рассмотрении подобного типа задач ситуация с получением решения значитель-
но усложняется, если априори неизвестны пределы границы контактного взаимодействия. 
Применение смешанной схемы метода конечных элементов позволяет преодолеть 
трудности, связанные с точностью аппроксимации компонент тензора напряжений, но при 
этом возникает необходимость решения седловой конечномерной задачи, неизвестными 
которой являются компоненты тензора напряжений и вектора перемещений.  
Особенность итерационного алгоритма, изложенного в данной статье, состоит в том, 
что он позволяет решить седловую задачу за приемлемое для практических исследований 
число итераций в тех случаях, когда моделируется контактное взаимодействие упругого 
тела и абсолютно жесткой среды, при этом граница непосредственного контакта опреде-
ляется в процессе решения.  
1. Математическая постановка задачи 
Математическая формулировка квазистатической несвязанной задачи механики де-
формируемого твердого тела в рассматриваемой постановке включает следующие уравне-
ния: 
уравнения равновесия 
    , , 0j i j iT Q  u x ,   Gx , (1) 
граничные условия (кинематические и силовые) 




u x u x ,   
1S G x , (2) 
    
2
,j i j iS
T n p u x ,   
2S G x , (3) 
соотношения Коши для компонент тензора полной деформации 
    
1
, t , ,
2
ij i j j iu u  x ,   Gx ,  (4) 
определяющие уравнения (в данном случае закон Гука) для компонент тензора на-
пряжений 
  0eij ijkl kl ijkl kl klC C      , (5) 
где G – ограниченная область  с границей G ;  u x  – вектор перемещения точки, опре-
деляемой радиус-вектором i ixx e , в общем случае 1,3i  ;  
0
u x  – вектор перемещения 
точки, расположенной на поверхности 
1S ;    i iQQ x x e  – вектор массовых сил, здесь 
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Gx ;    i ipp x x e  – вектор внешней нагрузки, действующей на поверхности 2S , здесь 
2S G  x ; 
e
kl  – компоненты тензора упругой деформации; 
0
kl  – компоненты тензора 
начальной деформации (для термоупругого тела таковыми являются температурные де-
формации); 
ijklC  – компоненты тензора коэффициентов упругости. 
При решении данной задачи с учетом дополнительных односторонних связей, вы-
званных, например, учетом трения, на контактной поверхности kS  тела дополнительно 
должны быть выполнены два условия, характеризующие особенность контактного взаи-
модействия с ограничивающей поверхностью полупространства. Для этого зададим на по-
верхности kS  внешнюю относительно области  G  нормаль  n  и касательный вектор τ
(рис. 1). Тогда условия контактного взаимодействия можно записать в виде следующих 
двух соотношений: 
кинематическое условие  
 
n nu   ,  (6) 
силовое условие 
 0n  , (7) 
где 
nu  – перемещение точки контактной поверхности kS   в  направлении внешней  нор-
мали n ; 
n  – начальное расстояние (зазор) по нормали n  между точкой контактной по-
верхности kS  и некоторой сходственной точкой, расположенной на ограничивающей по-
верхности полупространства, (здесь 0n  ); n  n  – проекция вектора напряжений    
на  нормаль n . Необходимо отметить, что в точках нарушения контакта = 0n . 
При отсутствии трения касательные напряжения на контактной поверхности kS  рав-
ны нулю, т.е. имеем: = 0 , где    τ  ( τ  – касательный вектор к контактной поверх-
ности kS , рис. 1). Многие прикладные задачи требуют учета сил трения на контактных 
поверхностях [4, 7]. В данной работе трение учитывалось в рамках закона Амонтона – Ку-
лона [2]. Модуль касательного напряжения 
  в точках контактной поверхности вычис-
лялся по формуле 
 
n    , (8) 
если имело место скольжение точки контактной поверхности kS  по ограничивающей по-
верхности полупространства, здесь   – коэффициент трения (трения скольжения). А в том 
случае, когда наблюдается прилипание точки контактной поверхности kS  к ограничи-
вающей поверхности полупространства, должно выполняться строгое неравенство 
 
n    , (9) 
Совокупность соотношений (1)–(9) составляет математическую формулировку зада-
чи теории упругости с односторонним контактом. 
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2. Основные матричные соотношения 
Для численного решения задачи (1) – (9) применим смешанную формулировку мето-
да конечных элементов, основанную на условии стационарности функционала Рейсснера 
[8]. 
 Функционал Рейсснера запишем в следующем виде 
    
1 2
T
T T T 0 T1
2
S
G G G S S
dV dV dV dS dS          A D Au u u Q u u u p     , (10) 
здесь A  – матрица операций дифференцирования; D  – матрица податливости (обратная к 
матрице Гука 1= H D ); SA  – матрица направляющих косинусов внешней нормали n  к 
поверхности 1S . 
Пусть конечно-элементная модель области G  состоит из K однотипных конечных 
элементов  е , каждый из которых имеет M  узлов и соответственно столько же функций 
формы  ( ) ,epN   , 1,p M  , зависящих от локальных координат   и  . Общее число уз-
лов конечно-элементной модели – N . 
Введем в рассмотрение две матрицы функций формы  
e
N  
 и  
e
uN  
. С помощью 
этих матриц функций формы аппроксимируем векторы напряжений   и перемещений u   
в пределах конечного элемента  е . Имеем 
             33 3 3 3 3 33
e e e e e
NM M M NM
N N a  
  
        
     
 , (11) 
             22 2 2 2 2 22
e e e e e
u u u NM M M NM
N u N a U
  
      
     
u ,  (12) 
здесь   e – локальный вектор напряжений, состоящий из компонент тензора напряже-
ний, относящихся только к M  узлам фиксированного конечного элемента  е ;   – гло-
бальный вектор напряжений, состоящий из компонент тензора напряжений, относящихся 
ко всем N  узлам конечно-элементной модели;  
e
a  
– матрица геометрических связей 
конечного элемента  е , используемая для связи компонент локального вектора напряже-
ний   e и компонент глобального вектора напряжений    [9, 10];   eu – локальный 
вектор перемещений, состоящий из компонент вектора перемещений, относящихся только 
к M  узлам фиксированного конечного элемента  е ;  U – глобальный вектор перемеще-
ний, состоящий из компонент вектора перемещений, относящихся ко всем N  узлам ко-
нечно-элементной модели;  
e
ua  
– матрица геометрических связей конечного элемента 
 е , используемая для связи компонент локального вектора перемещений   eu и компо-
нент глобального вектора перемещений  U  [9, 10].  
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Окончательно функционал Рейсснера (10) в матричном виде для конечно-
элементной модели можно записать так 
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где 
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здесь   eQ  – локальный вектор массовых сил, компоненты которого отнесены к узлам 
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    ; L  – число граней, в данном случае – од-




рица геометрических связей  одномерного конечного элемента – грани  g , используемая 
для связи компонент локального вектора перемещений   gu и компонент глобального 
вектора перемещений  U ;   gp – локальный вектор внешней нагрузки, компоненты ко-
торого отнесены к узлам грани  g .  
Так как заданные перемещения 0u  на поверхности 1S  можно учесть при решении 
системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), то нет необходимости формиро-







dS Au u  . 
Введем обозначения 
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Основными неизвестными данной задачи являются компоненты глобальных векто-
ров напряжений  
3N
  и перемещений  
2N
U . Таким образом, общее число неизвестных 
равно 5N . Для их вычисления необходимо построить СЛАУ, используя свойство стацио-
нарности функционала Рейсснера. Для построения СЛАУ надо продифференцировать 
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функционал     U    по компонентам глобальных векторов напряжений    и  пере-
мещений  U  и производные приравнять нулю, в результате получим  
 
   
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        
  (15) 
где    
T
12 21K K ;    22 0K   – нулевая матрица;    1 0R   – нулевой вектор. 
3. Схема решения седловой задачи 
Применим модифицированный метод SSOR (метод MSSOR) для численного реше-
ния системы (15), в основе которого лежит метод последовательной верхней релаксации 
(SOR – Successive Over Relaxation) [11]. Имеем 
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  (16) 
здесь  B  – предобуславливатель; k  – номер итерации;   и   – итерационные параметры. 
Применение схемы (16) требует в рамках одной итерации решения трех СЛАУ относи-
тельно глобальных векторов приращений напряжений    и перемещений  U   
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  (17) 
где  
     
1 1
2 2
k k k 
     ;      
11 1
2
k k k  
      и      
1 1k k k
U U U
 
   . 
Оценка численных значений итерационных параметров и сходимость вычислитель-
ной схемы (17) рассмотрены в работе [11]. Каждое СЛАУ, входящее в (17) можно решить 
с помощью метода сопряженных градиентов [12], некоторые особенности реализации ко-
торого в случае разреженных матриц изложены в [13]. 
4. Результаты численных исследований 
В качестве примера рассмотрим плоское напряженное состояние пластинки, зани-
мающей в двухмерном пространстве    с декартовой системой координат 1 2x xO область 
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G  (см. рис. 1). Пластинка выполнена из материала с модулем упругости Е = 200 ГПа и 
коэффициентом Пуассона 0,3  . Поверхность 1S  зафиксирована от горизонтальных пе-
ремещений  1 0u = , но вертикальные перемещения 2u  точек поверхности допустимы. На 
поверхности 2S  задана равномерно распределенная нагрузка с интенсивностью p . Снизу 
пластинка опирается на абсолютно жесткое полупространство. В недеформированном со-
стоянии контакт между пластинкой и полупространством фиксируется в левом нижнем 
узле. В процессе деформирования контакт осуществляется по части поверхности kS . Про-
тяженность контактной зоны зависит от уровня приложенной нагрузки и величины кон-
тактных сил, которые вычисляются в процессе итераций. 
Для решения были выбраны 8-ми узловые конечные элементы, допускающие квад-
ратичную аппроксимацию как компонент вектора перемещения, так и тензора напряже-
ний. 
На рис. 1–5 представлены расчетная схема и поля компонент тензора напряжений 
11 , 22  и вектора перемещений 1u , 2u , вычисленные с учетом трения и заданной равно-
мерно распределенной нагрузкой с интенсивностью 2 10МПаp   .  
Как и следовало ожидать, поля компонент тензора напряжений и вектора перемеще-
ния имеют выраженный неоднородный характер. Наиболее нагруженной зоной является 
зона контакта пластинки и полупространства, а зоны периферийных областей менее на-
пряженными (см. рис. 2 и рис. 3). Для области пластики вблизи поверхности приложения 
внешней нагрузки  2S  в направлении оси 1xO характерны растягивающие напряжения, в 
отличие от области в районе поверхности kS , в которой в указанном направлении получе-
ны сжимающие напряжения (см. рис. 2 и рис. 4). 
 
Рис. 1. Расчетная схема 
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В направлении оси 2xO зона сжатия локализована вблизи нижнего углового узла 
(узел 1, см. рис. 1), а большая области анализа находится в состоянии растяжения (см. рис. 
3 и 5). 
Кроме того, особенностью данной задачи является необходимость определения в 
процессе решения тех узлов конечно-элементной модели, которые непосредственно нахо-
дятся в контакте с жестким основанием. Этим можно объяснить заметное различие в ха-
рактере напряженно-деформированного состояния, которое получено при решении дан-
ной задачи и задач, например, рассмотренных в работах [14, 15]. 
 
Рис. 2. Поле компоненты тензора напряжений 11  (МПа) 
 
Рис. 3. Поле компоненты тензора напряжений 22  (МПа) 
 
Решение было получено в результате выполнения 6 итераций по схеме (17). Все ис-
следования проводились на компьютере с процессором Intel Core 2 Duo T9550. Так как 
сетка содержала 121 узел (рис. 1), то число неизвестных было небольшим – около 600, по-
этому время решения на данном компьютере было весьма незначительным. 
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Рис. 4. Поле компоненты вектора перемещений 1u  (м) 
 
Рис. 5. Поле компоненты вектора перемещений 2u  (м) 
 
Аналогичные работы проводили многие исследователи. Например, в работах [3, 4] 
сходимость была достигнута за 10 итераций. В работе [5] в результате применения метода 
множителей Лагранжа в рамках конечно-элементной технологии и реализации шаговой 
нагрузки сходимость была получена за 40 шагов. В работе [6] был использован альтерна-
тивный метод Шварца, что позволило получить приемлемое решение за 12–15 итераций. 
За такое же число итераций получены решения задач теории упругости с односторонними 
связями при рассмотрении соответственно дискретного и непрерывного контакта в рабо-
тах [14, 15]. Приведенные данные позволяют надеяться, что предложенный алгоритм име-
ет перспективу практического применения. 
Заключение 
Разработан итерационный численный алгоритм решения задач теории упругости с 
односторонними связями, основанный на смешанной формулировке метода конечных 
элементов. Основными неизвестными являлись компоненты векторов напряжений и пе-
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ремещения. Для их вычисления построена седловая задача, для решения которой исполь-
зован модифицированный метод симметричной последовательной верхней релаксации. 
Выполнены численные исследования одностороннего контактного взаимодействия упру-
гой пластинки, имеющей профилированное основание, и абсолютно жесткого полупро-
странства с учетом трения. Стабилизация зоны контакта и напряженно-деформированного 
состояния была достигнута за сравнительно малое число итераций, что положительно ха-
рактеризует данный алгоритм. Это обстоятельство расширяет область практического при-
менения смешанных формулировок метода конечных элементов применительно к реше-
нию задач теории упругости, но при этом сохраняется проблема дальнейшего совершен-
ствования и развития численных методов решения конечномерных седловых задач. 
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The paper deals with the application features of the finite element technologies to solve the 
problems of elasticity with one-sided constraints. On the one hand, the area of this study is de-
termined by the fact that many critical parts and assemblies of mechanical and power engineer-
ing constructions have a significant contact within some given surface. To assess the strength 
and the life of these parts and assemblies, reliable stress-strain state data are demandable. Data 
on the stress-strain state can be obtained using the contemporary mathematical modeling means, 
e.g., finite element technology.  
To solve the problems of the theory of elasticity with one-sided constraints, a method of fi-
nite elements in a traditional classical form can be used, but it is necessary to consider some of 
its shortcomings. The most significant one is an approximation of the tensile stress and strain, as 
well as a considerably lower order of convergence of the approximation for stresses and strains 
as compared to displacements. Improving the accuracy through increasing a density of the finite 
element models and/or the transition to more complex approximations is not always optimal, be-
cause increasing a dimension of the discrete problem leads to a significant computational cost 
and demand for expensive computing resources. 
One of the alternatives in numerical analysis of contact problems of the elasticity theory is 
to use the mixed variational formulations of the finite element method in which stresses and/or 
strains appear in the resolving equations along with displacements as equal unknown. A major 
positive factor when using the mixed formulations of the finite element method is reduction of 
the approximation error of stress and strain, which leads to a more accurate assessment of the 
stress-strain state in comparison with the classical approach of the finite element method in the 
form of the method of displacements.  
Besides, mixed schemes of the finite element method enable us to ensure continuous ap-
proximation of not only displacements, but also stresses and strains. Mixed schemes to solve the 
boundary value problems lead to the saddle-point problems. Their solutions use various iterative 
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techniques. One of the most effective techniques is a modified SSOR (MSSOR) method, based 
on the SOR (Successive Over Relaxation) one. 
The paper considers one of the options of the finite element method in the framework of 
mixed scheme that uses a Reissner functional. The procedures of the algorithm proposed in the 
paper are used to solve the problem of contact interaction when an elastic body of the finite di-
mensions, being under a load of the external forces, relies on the absolutely rigid half-space. The 
contact occurs with the distinguished contact surface, which in the general case can change its 
size during thermo-mechanical loading. The algorithm is implemented as an application software 
complex. The numerical study of the one-sided contact interaction between the elastic plate and 
the perfectly rigid half-space has shown a fairly high efficiency of the developed algorithm and 
the code that implements it. 
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